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ИНТЕРАКТИВНЫЕ  КОНСТРУКЦИИ
И  АНИМАЦИИ МЕТАМОРФОЗ  МНОГОГРАННИКОВ

Изучение стереометрии в общеобразова-
тельной школе в основном заключается в
вычислениях различных величин простран-
ственных геометрических фигур с примене-
нием известных учащимся формул и алгеб-
раических методов. Однако перечень таких
пространственных фигур достаточно огра-
ничен, а сами эти фигуры играют роль «слу-
жанок» при разработке методологии и сис-
тематики форм, пространственных геомет-
рических фигур [4]. Одной из возможнос-
тей расширения количества изучаемых гео-
метрических тел являются преобразования,
метаморфозы привычных и связанных с
ними родственных фигур.

В рамках данной статьи под понятием
«метаморфоза многогранника» мы будем
понимать не только его преобразование в
совершенно новую фигуру, но и любые ма-
лейшие изменения его формы. Поговорим
мы и о специальных преобразованиях мно-
гогранников [5]. В дополнение к своему зна-
чению для геометрических доказательств
метаморфозы многогранников обладают
также и эстетическим эффектом.

Изучение геометрии в пространстве свя-
зано с изучением реальных геометрических
тел и фигур, которые можно изготовить из
какого-либо материала, нарисовать вручную
или построить с помощью специальных ком-
пьютерных программ. Развитие динамичес-
ких систем геометрии, а также в течение
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последних десяти лет – динамических сис-
тем пространственной геометрии (ДСПГ)
дает возможность при изучении геометрии
применять интерактивную компьютерную
графику и динамическое изменение геомет-
рических фигур. Особенно это полезно для
получения и изучения различных метамор-
фоз пространственных фигур. При этом фи-
зическая реальность изучаемых в стереомет-
рии объектов не является первостепенной:
пространственные построения являются
расширением плоских построений с помо-
щью циркуля и линейки, где физическая ре-
альность также не является первостепен-
ной. То же относится и к манипуляциям с
пространственными фигурами. Многие
темы стереометрии, в частности тема «ме-
таморфозы многогранников», может быть
изучена только с применением приложений

...метаморфозы многогранников обладают
также и эстетическим эффектом.
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ДСПГ [2, 3]. При этом можно учесть, что
компьютерные 3D-игры, так любимые
школьниками и студентами, в своей основе
также используют ДСПГ, что можно приме-
нить для повышения интереса учащихся к
теме.

Существует большое количество мульти-
пликационных видео с «метаморфозами
многогранников»:

– экспорт специальных инструментов –
например, GreatStella (http://greatstella.en.
softonic.com) или App MoStella;

– видео на Youtube (https://www.youtube.
com/watch?v=tzBN0Kr1Xes);

– интернет страницы – например, http://
www.maht.uniaugsburg.de/~bernt/Archimedes/
Stumpf-StutzMorph/index.html#imago;

– учебный материал на DVD (например,
интерактивное видео по стереометрии с про-
граммой Cabri 3D. Rosenheim: co.Tec; Шу-
манн (2006)).

Однако все эти видео показывают все
преобразования уже готовыми блоками
«Black-Box-Video», без непосредственного
процесса генерирования метаморфоз. Един-
ственной же возможностью, нацеленной на
понимание процесса построений в рамках
школьной геометрии, является компьютер-
ное графическое программирование, напри-
мер, в среде POV-Ray.

На уроке математики в общеобразова-
тельной школе мы используем самую про-
стую программу интерактивного дизайна
ДСПГ с применением режима растяжения

и вариантов анимации, как и в прототипе
Cabri 3D. При этом мы используем мини-
мум конструкционных средств, что особен-
но заметно при построении конгруэнтных
рисунков и оболочек конгруэнтных много-
гранников.

Применяя ДСПГ, можно строить такие
многогранники, как многогранные углы,
звездчатые, шатровые и составные много-
гранники, многогранники с изломами ребер
и т. д. Особенно богаты на метаморфозы та-
кие многогранники, к которым применяет-
ся метод эквивалентных углов, изогональные
преобразования (где «изогональный» озна-
чает «с равными углами») и метод эквива-
лентных площадей (изоэдральные преобра-
зования – «изоэдральный» означает «равно-
гранный»).

В качестве первого примера мы выберем
изогональные метаморфозы куба. Постро-
им на базе куба так называемый стартовый
многогранник, углы которого равны между
собой (рис. 1–6).

Опишем процесс построения многогран-
ника. После построения куба определенно-
го размера мы дополнительно строим две
симметричные плоскости, параллельные его
боковым граням (горизонтальная – заштри-
хована), одну из четырех его осей симмет-
рии, которая содержит одну из его диагона-
лей, а также одну из трех его осей симмет-
рии, которая проходит через центры двух его
противоположных граней (рис. 1). Кроме
того, на поверхности куба произвольным
образом выбираем точку Р и поворачиваем
ее вокруг одной из выбранных простран-
ственных осей на углы 120 и 240 градусов
(проще всего это можно сделать, применив
опцию «Равносторонний треугольник с вер-
шиной на оси»). Две полученные точки вме-
сте с точкой Р являются вершинами некото-
рого равностороннего треугольника (рис. 2).
Отобразим этот треугольник симметрично
относительно вертикальной оси симметрии
или, что то же самое, повернем его вокруг
этой оси на 180 градусов (рис. 3). Наконец,
этот треугольник и исходный треугольник
отобразим симметрично относительно вер-
тикальной плоскости, а затем полученные
четыре треугольника отобразим симметрич-

В качестве первого примера мы выберем
изогональные метаморфозы куба.
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но относительно горизонтальной плоскости.
Тогда все восемь полученных треугольни-
ков, один из которых – исходный, будут по-
парно симметричны относительно центра
куба (рис. 4). Выпуклая оболочка этих вось-
ми треугольников (их 24 угла) в результате
образует многогранник с конгруэнтными

углами. Форма этого многогранника зависит
от положения точки Р (рис. 5): изменяя по-
ложение точки Р, мы можем получить много
различных многогранников, но их углы все-
гда будут конгруэнтны между собой (рис. 6).

Если точку Р с помощью анимации пе-
ремещать по кругу, то форма многогранни-

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6
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ка будет изменяться аналогичным образом.
В результате изменения положения точки
Р мы получим циклические многогранники
с эквивалентными углами, как показано на
рис. 7.

Примечание. Научные основы таких
симметричных преобразований дает теория
покрытий многогранниками [1]. В нашем
случае для рисунков, создаваемых с по-
мощью 24-элементной внутренней группы
Тh из общей 48-элементной группы покры-
тий, применяются следующие метаморфозы:

– тождественные отображения;
– поворот на угол 120 градусов вокруг

каждой из 4-х пространственных осей;

– поворот на угол 240 гра-
дусов вокруг каждой из
4-х пространственных осей;

– поворот на угол 180 гра-
дусов вокруг каждой из
3-х осей, проходящих через
середину стороны;

– отображения относи-
тельно каждой из 3-х плоско-
стей, которые расположены
параллельно граням куба и
пересекаются в его центре;

– отображения относи-
тельно каждой из 4-х плоско-
стей, проходящих через сере-
дины ребер куба, а затем по-
вороты вокруг простран-
ственных осей на углы ±60
градусов (отображения и вра-
щения взаимозаменяемы);

– отображения относи-
тельно центра куба (результат
совместного действия отобра-
жений относительно 3-х плос-

костей, параллельных граням куба и пере-
секающихся в его центре).

Заметим, что хотя мы начали свои пост-
роения с куба, мы могли бы начать и с лю-
бого из архимедовых или платоновых тел:
куба; куба, срезанного по углам; кубоокта-
эдра; икосаэдра; октаэдра; ромбического ку-
бооктаэдра. Причем использование икосаэд-
ра в качестве стартового многогранника име-
ет свои симметричные преимущества!

Если принять правильный икосаэдр за
базисный многогранник, то, применив 1-ю
группу преобразований икосаэдра (напри-
мер, для правильного додекаэдра, взятого как
исходное тело), мы получим следующие эк-

Рис. 7. Циклические изогональные
многогранники, получаемые из куба

Рис. 8 Рис. 9
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вивалентные многогранники с равными уг-
лами: додекаэдр, икосаэдр, икосододекаэдр,
малый ромбоикосаэдр, пентагондодекаэдр,
срезанный по углам додекаэдр, срезанный по
углам икосаэдр и другие.

В качестве второго примера рассмотрим
изоэдральные метаморфозы, также выбрав
в качестве исходного тела куб. При этом по-
верхность куба будет состоять из конгруэн-
тных треугольников или четырехугольников
(рис. 8 и рис. 9, соответственно).

В результате мы получим следующие
фигуры (рис. 10).

Двигаясь по часовой стрелке, мы здесь
приходим от метаморфоз куба с четыреху-
гольниками к октаэдру и от октаэдра с треу-
гольниками к ромбододекаэдру. В направ-
лении же против часовой стрелки мы полу-
чаем из куба с треугольниками ромбододе-
каэдр.

В целом результаты метаморфоз можно
сделать более наглядными, если рассмотреть
развертку многогранника (рис. 11, 12), на-
пример, развертку куба.

В качестве третьего примера покажем
метаморфозы правильного икосаэдра. При
этом будет построена десятиугольная сеть
икосаэдра, которая вместе с его центрально
симметричным образом может изменяться
относительно угла между его треугольными
гранями (рис. 13). Таким же образом можно
получить икосаэдр («двойной тетраэдр» –

Рис. 10. Изоэдральные многогранники,
получаемые из куба

Рис. 11 Рис. 12

восьмиугольную звезду), большой икосаэдр
(один из четырех невыпуклых правильных
многоугольников, называемых также мно-
гогранниками Кеплера-Пуанси) и гекса-
грамм, десятикратно лежащий один на дру-
гом (рис. 14).

Итак, можно сделать следующий вывод.
Одним из применений пространственного
конструирования с помощью приложения
ДСПГ, которая в качестве системы динами-
ческой геометрии разрешена для учебного
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Рис. 13

Рис. 14

процесса, является тема «Метаморфозы
многогранников» – интересный и сложный
раздел геометрии для учащихся средней
школы, а также для студентов высших пе-
дагогических учебных заведений. Эта тема
подойдет для различных видов внеклассной
работы, для проектных и исследовательских
групповых и индивидуальных работ уча-
щихся.
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